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Maxiset, sélection de modeles, bandelettes

Estimation dans un modele de bruit blanc gaussien :
dY = f(t)dt + edW

Estimation de f dans des bases : seuillage et sélection de modéles.

Maxiset : espace adaptée a un estimateur.

Maxiset pour la sélection de modele : espace d'approximation de la théorie de
|"approximation.

Nécessité d’avoir une représentation creuse (approximation).

Images, représentations géométriques et estimation en bandelettes.
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Plan

Estimation par projection.

Estimation oracle et approximation.

Estimateur par seuillage et estimateur par sélection de modéles.
Maxiset et espace d'approximations.

Esquisse de preuve.

Importance du choix des modeles.

1D : Signaux , Fourier et ondelettes.

2D : Images , ondelettes et représentations géométriques.
Estimation d'images par bandelettes.
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Estimation par projection

Modele de bruit blanc :
dY = f(t)dt + edW

Dans la suite, projection sur un espace de dimension N et calibrage € =

(lien avec la régression) :

1
Y =f+ \/NW
Propriétés de f : propriétés dans le domaine continu.
Estimateur par projection : F' = PzY avec m s.e.v. (modéle) a choisir.
Choix de la collection M de modeles m .
Choix du modele m utilisé dans I'estimateur.
Critere : risque quadratique
E(f - FI*)

2



|

Estimation oracle dans une base

Base o.n. {b,},, et modeéles m = vect{by, }ner

Décomposition de Y = f + \/LNW dans une base orthonormée

1
> S (U6 i)

n

Estimateur F' par projection (conservation/élimination de coordonnées)

F=PY =Yr=) (Y,by)by
nel’
Minimisation du risque quadratique :

B~ FIP) = Y 1ol + Y &

ngl’ nel’
Solution : T'p = {n, [(f, byn)| > \/Lﬁ} et Fp = Y1,
Probleme : demande la connaissance de f! (Oracle)
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Oracle, risque et approximation

Risque quadratique de |'estimateur oracle Fp :

B(If - FolP) = 3 bl + Y

né¢l'o nel'o
2 2 1
B(1f — Foll®) = 1f  frol + =ITo

Compromis entre erreur d'approximation et nombre de termes.
Théorie de |"approximation :

2 o, 1 1\ 7o
E(|f = Fol*) = If = froll* + ITol < € { +
& min  |f-Puf|?<COM P feA’

dim(m)<M
Minimax : pour ©, classe de fonctions, quelle base donne © C A avec 3
_B_
optimal ((5)®*T vitesse minimax).
Maxiset : pour une base fixée, quel est I'ensemble des fonctions estimées avec

B
une vitesse (%) BT ? |ci AP,
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Estimateur par seuillage

Oracle : T'p = {n, [{f, bn)| > \/Lﬁ} et Fp = Yr,.
Stratégie : garder les grands coefficients.

Seuillage : T's = {n, |(Y,by)| > T (%ﬁ)} et Fig = Yr,.

Théoréme (Donoho, Johnstone) : Si T (\/Lﬁ) — A\ logN, Jlors

B(|f ~ Fs|P) < O(log NE(|f — Fol?) + 1)
B(|7 ~ FsI?) < Cmin | — frl + X550 + = plus fin

Théoreme (Maxiset) (Cohen, DeVore, Kerkyacharian, Picard) :

B
log N\ A+1 .
E(Hf—FSHQ)gC( — ) & f eV
B+1

B
& min|f - fo” + N7 < OT*7+

& min ||f-PuflP<CM P o fe Al
dim(m)<M
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Seuillage et sélection de modeles

Risque oracle : || f — fro|I? + ~|Tol
Analogue empirique : ||V — Y7 || + 2T

Minimisation : I'g = {n, [{Y, b,)| > AWN} (seuillage) et Fis = Yr,.

Cadre de la sélection de modeles avec pen(m) = ’\WN dim(m) :

Fsg= argmin ||Y — P,Y|]?+ pen(m)
P,Y, meMn

L'ensemble M des modéles m parcourent |'ensemble des sous-espaces
engendrés par les NV vecteurs de bases.
Inégalité de Kraft satisfaite pour Ay = Alog NV :

Z e—ANdim(m) <_|_OO
meMpy

Théoreme (Barron, Birgé, Massart) : Pour \ assez grand,

log N 1
E(lf = Fsl*) <€ min |[f = PufI* + A O]gv dim(m) + 1




Sélection de modeles

® Théoreme (Barron, Birgé, Massart) : Si la collection My de modéles m
satisfait une inégalité de Kraft pour des coefficients Ay
(ZmEMN e~ AN.m dim(m) +00) alors pour pen(m) = (Cy + C’g)\N,m)dlmT(m)

Fg= argmin ||Y — P,Y|*+ pen(m)
. . PmY’ mEMN
satisfait

: dim(m 1
E(|f - Fs) < C Vi If = PofII? + (C1 + Codnm) m) +
m N

N N

® Théoréme (Maxiset) : Si My C Mpn11, ANm = Ay et
1 < AN < (2 —2¢) alors

-~ >\N/2 ~

_B
B(lf - Rl <c ()"

B8
. dim(m \ B+1
& min If = Pufll* + (C1 + CaAN) ]\(f ) <C (WN)

2 2 2 .
& min ||f — Py f|°+ 177 dim(m) < C (T7) 5+
meMpy

& min ||f=Puf|?<CM P < feA
dim(m)<M
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Esquisse de preuve

_B_
feAP = E(|f-Fs|?) <C (%V) 7. sélection de modeles.

Sens inverse :

B(If — FsIP) > C min [|f — Puf|? + Ay 220 59

meMy N

Non, mais

_B_
B(lf - Rl < ¢ (5

meMpy N
— fe A’

—  min Hf—meH2+ANd1m(m) <C (A—N

3 cas (par ordre de complexité)

» Seuillage (Cohen, DeVore, Picard, Kerkyacharian),
» Modeles emboités,
» (Cas général...



Le cas du seuillage — 1

Clé : argmin || f — P f||* + )\Ndlm(m) = fr avec T? = AN
me,mé-/\;lN Z 1 N 5 Z 1 N 5
If — Fs||” = [(—=W, br)|” + [(—=W, by)|
|[(f,br)>T/2 |[(f,br)<T'/2
|<Y7bk>|<T |<Y7bk>|<T
|[(fsbx) | 2T/2 |[(fsbr) | <T'/2

If = FSH2 > ||f — fT/2H2
D'ou 5
\f — frp2l? < B(|f - Fs|?) < OT#H

Erreur d'approximation % compromis erreur d’approximation et nombre de
coefficients... :

Hf—fT/2H2+T2M > Hf_fT/2H2



Le cas du seuillage — 2

Mais
| f — fT/2H2 < C’TBQ_fl = || f — fT/2H2 L T2M < CBTBQ—‘El
Explication :
1f = fT/2H2 > Card {coeff E]T/Q’T]}TQ
D'ou :

If - fT/2H2 < CTF — Card { |coeff| €]T/2, T} < CTFH

On en déduit : B
Card {|coeff| €]0, T} < CgT'#+1

QOu encore : y
T°M < CBTW



Cas des modeles emboités — 1

m : modele sélectionné qui minimise

dim(m
Y — P,Y|> + Ay (m)
N
mo : modele oracle qui minimise
dim(m)
— Ppfl? + A
I f I+ AN =

On va montrer que

If = PaY|I? > ||f — Poo fII?
Premiere étape :
If = PaY|? = |If — Pafl? + | Paf — PaY |’

=f = Pro fII?
+ (1P (f =)*+If = Pafll® = [If = Po £1I°)

Reste a prouver que la parenthése est positive...



Cas des modeles emboités — 2

® |Pa(f =) 2 1f = Pro fII* = lf = PaSI 2
®» SimCmo:
|f = Pono FI? =1 f = PafIIP <0

® Sinon m D mo et on est ramené 3 montrer que

| Pa(f =Y 2 [ Pavymo £1I°
® Or par définition de m et mo

LAN,,. o .
Pamo 1 < T2 (dim () ~dim(mo)) et [Py

» Par inégalité triangulaire :

YH2 > AWN(dim(ﬁz)—dim(mo))

\mo

I AN, .. .. .
| Panme (Y — O = 1 Pavmo Y || — ([ Pavmeo [ = 5 — (dim(m) — dim(mp))

N
| Parmo (Y = )Nl = (| Pravmeo £
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Cas des modeles emboités — 3

On a obtenu | f — PmYHZ > || f — PmofH2

et donc 23 28
If — PaY|]? < CTH = ||f — Py f|? < CTF+

Il reste a montrer que
2 1 2 1. 2B
|f = P f1I7 + ZT dim(mop) < CgT'B+1

mo dépend de T : mo(T/2) n'est pas optimal pour T" mais pour T'/2.

dim T dim T/2
|f = Proe) fI* + An (Z\(;( ) If = Pooyro FII? + An (”Z)v( /2))
AN
dim(mo(T)) — dim(mo(T/2)) < E(Hf — Poor/) fI* = 1f = Pro ey FIIP)

dim(mo(T)) — dim(mo(T//2)) < %cﬂ(T/z)é—fl

En sommant sur les T/Qk, on conclut.
Rq : le seuillage est un cas particulier (somme directe de modéles emboités).



Cas général — 1

® i : modeéle sélectionné qui minimise

dim(m)
N

® mo : modéle oracle qui minimise pour K suffisament grand

1Y — P,Y|* + \n

dim(m)

— P flI? + )
| f fII7+ AN N

® En général, on a pas

|f = PaY 1P 2 If = Poao fII°

®» On va montrer que

dim(mop) -

J6]
)\N B+1
E(llf—=P-~YII?) < N —P. fl?
(f—Ps H>_C(N) =P FI Ay 2



Cas général — 2

Par définition :

dim m dim m
|Y = PaY [P+ Av == < |IY = Pup YIP + Ay =57
En passant a |'espérance, on obtient
dim m dim mo dim mo
BOW ) < 1f = Prg fI2 + T3 4 Ay
Par ailleurs,
£ = Paf 124 A Sm > |1 = P £ + Ay o0
n NKN T "o NTKN
On en déduit
K—1 dim(mop)
E(|f — Paf|*) > — P, fII* —
(1 = Pafl?) 2 52 (1 = Pro I - 2200 )

Ra: E(||f = Pafll?) < E(|f — PaY ).



Cas général — 3

On montre alors que

_B_ . 5
E(llf = PaY[*) < © (A—N> o, dim(mo) _ (LN) 7

N KN N

Introduction de la dépendance en N du modele oracle + une hypothése de
croissance pour Ay et de structure des modeles donne le résultat , pour K et
(9 assez grand !

Ceci implique

K b\ B+1
I = Py /17 < (—c+02) (—N)

Enfin sous I"hypothese, Ay < 2(1 — €)An/2, on démontre

8
dim(mo) K Ay BH
2
— < - -
If = Pro FI7 + Av—0% _(K_10+02+03>(N)



Choix de la collection de modeles

Trois critéres :

» Espace d'approximation A” grand,
» Collection pas trop grande (Ay au plus logarithmique),
® Algorithmique pour la minimisation.

M non linéaire : m sous-espaces engendrées par des vecteurs d'une base o.n.
Espaces d'approximation non linéaire, Ay >~ log NV et seuillage.

M linéaire : m sous-espaces croissants engendrées par des vecteurs d'une
base o.n. dans |'ordre.

Espaces d'approximation linéaire, Ay ~ C' et seuillage.

M hautement non linéaire : m sous-espaces engendrés par des vecteurs d'une
base choisie parmi un dictionnaire de bases.

Espaces d'approximations hautement non linéaires...

Ay =~ C'log N si nb total de vecteurs de base = O(NY).

Seuillage et algorithme de recherche de meilleure base si structure...
Exemples autour des fonctions C“.
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Fonctions C¢ et Fourier

Approche minimax pour les fonctions C¢.

2
Fonctions C® : vitesse minimax ()21 (3 = 2a).
Approximation dans la base de Fourier :

If = ful® < CM2e

Seuillage dans la base de Fourier :

B(If - Fsl?) < c(

log N\ ZastT
N

Vitesse quasi optimale! (Rq : disparition du log pour des modéles emboités)

2«
log N \ 2a+1
N :

Approche maxiset pour les vitesses (

2cx

log N
N

B(If - Fsl?) < c(

avec WH® version faible de H.
Minimax-Maxiset : -

log N
v e e B(lr - Fl?) < © (1%

2+1 9
) s fe A =WH?

2a+1
) & CY C WHS
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Fonctions C“ par morceaux et Fourier

2c
Fonctions C® par morceaux : vitesse minimax (3 )2+ (3 = 2a).
Approximation dans la base de Fourier (o > 1) :

If = ful? <CM?

Seuillage dans la base de Fourier (a > 1) :
B(ls - Fl) < © (

Maxiset : C® par morceaux C A?> = WH?'.

mais C% par morceaux ¢ A** = WH®.

Pour obtenir la vitesse minimax, C* par morceaux C A*“*.
Besoin d'autres bases pour atteindre la vitesse minimax !

log N T
N




Base d’ondelettes 1D de L4[0, 1]

® Construite a partir d'une fonction d'échelle ¢(x) et d'une ondelette mere ¥ (x)

qui sont dilatées par 27 et translatées de 2/n

1 x— 2n

¢gn($):ﬁ¢( 5 ) : %,n(w):ﬁ ( 97

» B-= {%‘,n} | est une base orthonormale de L?[0, 1].
JEN,29n€0,1)

e
o el ol fle i

vyv Uuv UvU UU UV

m\jﬂ\/ﬁ m\jﬂ\/ﬂ 2 J+2
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Fonctions C“ et ondelettes

Maxisets bien étudiés dans ce cadre (C, DV, K, P, Autin, Rivoirard).
AP (Lin) = ng

AP(NonLin) = WBy/,, 1) 5541, avec WBS,, version faible de B,
C* ¢ A**(Lin) = Bg,, € C* par morceaux ¢ A**(NonLin) = WBY  avec
p=2/2a+1).

Estimation par seuillage dans une base d’'ondelettes pour f C® par morceaux :

N

Disparition du facteur log NV si f C® et utilisation de M linéaire.
Clé : approximation

2
log NV \ 2a+1
E(Hf—Fs\P)sc( : )

min || f = P f|* < CM 7
dim(m)<M

If = ful® < CM—2e



Base d’ondelettes 2D séparables

®» La famille
{ ¢jan1 (371) wj,m (372) 3 wj,nl (331) qu,m (332) }
, Yima (371) Vjno (372) (j,n1,n2)EZ3

est une base orthonormée de L?[0, 1]°.

o"‘\\ﬁi\\
',“‘\\ \
7} \ ‘“
il

o

(bj,nl (5171) wj,'lw ($2> %’,nl (ZUl) ¢j,n2 (332) wj,nl (371) %‘,m (372)

T2
K927
. Support
29y |- ===
| des ondelettes
: isotropes
|
2jn2 Vajl
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Fonctions C% et ondelettes 2D

W ToM™1

|6
(R[5

B

DD

Pour f C* — C% (C“® en dehors de contours C%) (Korostelev, Tsybakov) :
vitesse minimax (%)o%rl (6 = a).

AP(Lin) = Bj .

AP (NonLin) = WBg/(26+1),2/(25+1) avec WBJ _ version faible de B .
C* ¢ A%(Lin) = B, © A*(NonLin) = WB} , avec p = 2/(2a + 1).
Pour a > 1, C* — C* ¢ A*(NonLin).

Pour a > 1, C* — C* C A'(NonLin).

Avec M ondelettes : ||f — fu||? < C M~

Besoin de ||f — far||* < C M~ pour le risque minimax.




Eléments géométriques pour les contours

Approximation de f C* — C* :

Approximation linéaire par morceau sur M triangles adaptés ;

—2
sia > 2alors ||f — ful|? < C M2,

W
Approximation d'ordre élevé avec M “éléments” adaptés :
If = full> < C M — .

M—l
Pas de bases et optimisation difficile.
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Curvelets

Les curvelets définissent un “tight frame” de L?[0, 1]

avec des éléments allongés et orientés (Candes, Donoho) : {cj(Rox—n)};.0.n

Si f est C* — C* alors avec M curvelets :
|f - fM||2 < C(logM)3 M~™2 sia>2.

Quasi optimal pour a = 2.

En pratique, estimation dans I'espace des coefficients.

Discrétisation complexe et difficultés pour obtenir des bases orthogonales ou
des bases de Riesz.



Bandelettes

fretttt
IRRERER]
Pttt
Pretttt

Image C* — C® simple par morceaux.

Déformation locale = singularité verticale/horizontale .
Bandelettes locales : préimage d'une base adaptée.

Base de bandelettes définie par :

o0 b

® une segmentation dyadique et
® une géométrie dans chaque carré.

°

Théoreme : Si f est C* — C%, alors, dans la meilleure base,
If = farll® < CQlog M)M

® Discrétisation de la géométrie donne une famille de bases avec beaucoup de
vecteurs communs et un algorithme de recherche de meilleure base.
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Estimation géométrique

Controle polynomial en fonction de N sur le nombre total de bandelettes.
Sélection de bandelettes :

log N
Fg = argmin ||V — Py Y2 + A2

N

dim(M)

avec M qui contient les sous-espaces des bases de bandelettes.
Minimisation a 2 étages :

® 2 base fixée, seuillage (facile),
» recherche de meilleure base (difficile).

Structure hiérarchique de la partition et additivité de la fonction a minimiser :
algorithme de meilleure base de Wickerhauser (CART).
Exploration exhaustive des géométries dans chaque carré.
Quasi optimalité : si f € C* — C* alors

B(If - Fsll?) < c(

log N ot
N

Maxiset :

B(|lf—Fs|?) < C (logN

N

)
) T fe A% oM, 3B, | f—fu|? < MO



Bruitée (20,19dB)

Bandelettes
— ~ Ondelettes
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Bruitée (20,19 dB)
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Bruitée (20,19 dB)
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Un peu plus d’image ?

OUIl ou NON
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Conclusion

Pour la sélection de modeles, maxiset = espace d’'approximation.
Importance d’'avoir une représentation adaptée.

Bandelettes : une représentation adaptée a la géométrie des images C* — C“.
Passage au modele d'échantillonnage/norme empirique se fait bien.
Problemes ouverts :

#® Caractérisation fonctionnelle du maxiset de |'estimateur en bandelettes ?
» Maxiset pour des pénalisations différentes (I!,...)
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Vers des images plus nature

Modele C* — C® simpliste.

| es contours sont flous :

Pas un probleme pour les bandelettes.
La géométrie vie a plusieurs échelles :

Comment incorporer une géométrie multiéchelle ?
Comment éviter les effets de bords sans perdre
I'orthogonalité ?
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°

Retour vers les ondelettes

(a) Fonction originale (b) Transformee en ondelettes (c) Zoom

Ondelettes : bonne représentation multiéchelles.

Analogie avec le systeme visuel.

Existence de régularité pour les coefficients d'ondelettes.

Comment |'exploiter ?

Utilisation du contexte dans JPEG 2000.

Edgeprint (Vetterli, Dragotti, Baraniuk) : modélisation explicite dans le
contexte du codage.

Bandelettes sur les coefficients ?
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Base locale de bandelettes

Bandelettes 2G (Peyré) : Changement de base orthogonale adapté a la
géométrie sur les coefficients d'ondelette.

Multirésolution d'espaces d'approximations polynomiales par morceaux.
Base des compléments orthogonaux de ces espaces (Alpert).

Image des ondelettes par ce changement de bases : bandelettes 2G.



Base de bandelettes 2G

®» Base de bandelettes :

# segmentation dyadique des sous-bandes,
® géométrie dans chaques carrés.

® Algorithme d'optimisation par programmation dynamique (CART) de
If = farll® +T2M
® Théoreme : Si f est C* — C%, alors, dans la meilleure base,

If = ful> <CM—
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Estimation en bandelettes 2G

Controle polynomial en fonction de N sur le nombre total de bandelettes.
Estimation par sélection de modele :

log N
N

Fg = argmin ||Y — Py /Y||* + A dim(M)
avec M qui parcourt les sous-espaces d'une famille de bases de
bandelettes 2G.

Quasi optimalité : si f € C* — C* alors

B(|f - Fsll?) < C (logN)

Maxiset :

B(If-FslP) < € (257

Conjecture : f € A% < 3AB, VM, ||f — fu|* < CM—P
Expérimentation numérique en cours...

p
) T f e A% oYM, B, || ful? < CM
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Conclusion

Pour la sélection de modeles, maxiset = espace d’'approximation.
Importance d’'avoir une représentation adaptée.

Bandelettes : des représentations adaptées a la géométrie des images
CcCe — C~.

Passage au modele d'échantillonnage/norme empirique se fait bien.
Problemes ouverts :

#® Caractérisation fonctionnelle du maxiset de |'estimateur en bandelettes ?
» Maxiset pour des pénalisations différentes (I!,...)
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